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六面体有限覆盖的三维数值流形方法的非线性分析 

周小义 1，邓安福 2 
（1.四川省地质工程勘察院，成都 610072；2.重庆大学 土木工程学院，重庆 400045） 

 
摘  要：对三维问题的分析是数值流形方法发展的必然，在数值流形方法覆盖位移函数的基础上构造了一种六面体有限覆盖

的三维流形单元，推导了相应的应变矩阵、刚度矩阵及平衡方程等表达式。同时，由于目前数值流形方法的模拟分析主要是

采用线弹性模型，而对于非线性模型分析研究很少；根据数值流形方法的特点和岩土体的本构模型，给出了适用于数值流形

方法进行非线性分析的算法。该方法利用中点增量法进行求解，以改变 -E  模型和 -K G 模型中弹性模量的方式来反映非线

性，其实质是用分段线性来取代非线性。通过地基沉降计算算例表明，数值流形方法在三维岩土体中进行非线性分析中是有

效的。 
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Nonlinear analysis of three-dimensional numerical manifold  
method with hexahedron finite covers 
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2. College of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, China) 

 

Abstract: Analyzing three dimension is the developmental trend of numerical manifold method. Three-dimensional manifold element 
with hexahedral finite element covers is constructed by cover displacement function of numerical manifold method, strain matrix, 
stiffness matrix and equilibrium equations are derived. Simultaneity, linear elastic model is mostly adopted on numerical manifold 
method for problem analysising persently, but nonlinear model is researched very little, calculating formulations of numerical 
manifold method for nonlinear analysis based on the characters of numerical manifold method and constitutive models of rock and 
soil mass is presented. The elastic modulus of -E   model and -K G  model is altered to describe the nonlinear relationship by 
midpoint incremental method; in fact subsection linear ralationship is substituted for nonlinear ralationship. Finally, an example of 
foundation settlement calculation is given; the calculation result shows the validity of nonlinear analysis of three-dimensional 
numerical manifold method for rock and soil mass. 
Key words: numerical manifold method; three dimension; hexahedron; nonlinear analysis 
 

1  引  言 

数值流形方法用于计算结构或材料的位移和变

形，能对连续变形与非连续变形问题进行统一求解，

对问题具有较高的求解精度，是目前岩土工程数值

分析方法中很有发展潜力的数值方法之一。 
自上世纪 90 年代石根华率先提出和应用后[1]，

经过十多年的发展，其二维理论已经趋于完善[2－7]，

且在工程应用方面也逐渐增多[8－13]。而在实际的岩

土工程中，大多为三维问题，因此，对数值流形方

法的三维理论研究是必需的。在三维问题分析中最

常见的是四面体单元[14]、六面体单元[15－16]和五面体

单元（三角形棱柱单元）等。在已有研究的基础上，

文中探讨了六面体有限覆盖的三维数值流形方法，

基于数值流形方法的基本理论，推导了覆盖位移函

数、应变矩阵、刚度矩阵及平衡方程等表达式。 
目前数值流形方法计算时采用的本构模型主要

为线弹性模型，对于采用非线性模型和弹塑性模型
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分析极少[17－19]，作者在文中提出了数值流形方法进

行非线性分析的算法，利用中点增量法以改变 E-
或 K-G 模型中弹性常数的方式来反映非线性，并给

出算例验证在三维数值流形方法中进行非线性分析

的可行性。 

2  六面体覆盖的三维数值流形方法 

2.1  三维数值流形方法的覆盖位移函数和权函数 
流形单元是物理覆盖的交集，对三维数值流形

方法而言，若采用六面体有限元网格作为数学覆盖，

则一个线性流形单元由 8 个物理覆盖的相互交叠覆

盖组成，2 次流形单元由 20 个物理覆盖的相互交叠

覆盖组成。如图 1 所示，其中六面体 abcdefgh 为 2
次流形单元中覆盖点 13 的物理覆盖区域。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  流形单元的覆盖系统 
Fig.1  Cover system of manifold element 

 
在数值流形方法中，物理覆盖上的覆盖位移函

数的构造是灵活的。针对三维问题，目前通常取其

为坐标(x，y，z)的级数形式，则可定义物理覆盖 iU
上的覆盖位移函数为 
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（1） 
式中： iu 、 iv 、 iw 为三维位移函数； ijS (x，y，z)
为 完 全 多 项 式 的 基 本 级 数 ， 表 达 式 为

2 2 2{1, , , , , , , , , , }x y z x y z xy yz xz  。流形单元的覆盖位

移函数可取 0 阶到高阶的完全多项式；对应 0、1、
2 阶情况；m 分别为 1、4、10； ,3 2i jd  、 ,3 1i jd  及 ,3i jd

为物理覆盖的广义自由度。 
各物理覆盖的位移函数在它们的交集即流形单

元上通过权函数 iN 对其进行加权平均而构成流形

单元的覆盖位移函数，表示为 
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    （2） 

式中：n 为流形单元的物理覆盖数； eD 为总自由

度矩阵； eT 为形函数与基本级数元素之积的矩阵，

其中： 

[ ] [ ][ ]ij i ijT N S             （3） 

对于数值流形方法里的权函数定义为 

( ) 0   
( ) 0

i i

i i

N x x U
N x x U

 
  

≥
        （4） 

在多个覆盖重叠的区域 
( ) 1

j

j
x U

N x


              （5） 

理论上，权函数只要满足式（4）、（5）条件即

可，但为了便于应用和程序设计，在多数情况下可

采用与有限元法里等参单元的插值形函数来表示。

线性六面体流形单元的权函数为 
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式中： 0 i  ， 0 i  ， 0 i  。 i 、 i 、 i 是

节点 i 在 坐标系中的局部坐标值。 
2 次六面体流形单元的权函数表达式为 
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                                        （7） 
文献[15－16]均对三维六面体流形单元进行了

研究，本文中的公式表达则更为一般化，线性及 2
次六面体流形单元亦可适用。 
2.2  三维数值流形方法的平衡方程 

设在分析对象中共有 n 个物理覆盖，对于三维

流行单元来说，每个物理覆盖 i 有 3 m 个覆盖自由

度。在考虑参与体系平衡的各种平衡力项的情况下，
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其中 
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式中： ijK 为 3m×3m 阶矩阵； iD 及 iF 为 3m×1 阶

矩阵。 
2.3  三维流形单元的应变矩阵和刚度矩阵 

设在流形单元 e 上有 n 个物理覆盖，每个覆盖

点有 3m 个覆盖自由度。可得材料位移与应变之间

的关系可表达如下： 
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其中 e[ ]B 为三维流形单元的应变矩阵，表示为 
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                                       （12） 
三维流形单元 e 的应变势能 Πe为 
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式中：V 为流形单元的积分区域； E 为弹性矩阵，

可用弹性常数 E、 或 K、G 来表示。 
由最小势能原理可知，三维流形单元的刚度矩

阵为 
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 eK 由 q×q 子矩阵组成，每个子矩阵可由下式计

算： 
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式（15）包含了覆盖函数阶数从 0 阶到高阶的

情况。在目前数值流形方法中，覆盖函数的阶次最

高一般取到 2 次。取 0 阶到 2 阶的覆盖函数时，式

（15）得到的线性六面体流形单元刚度矩阵分别为

3×3、12×12、30×30 阶矩阵，也就是说，对就于

0、1、2 阶的覆盖函数，必须推导 9、144、900 个

单元刚度子矩阵的被积函数解析表达式。 

3  本构模型的应用 

在岩土工程中，岩土体的应力-应变关系是很复

杂的。对岩土本构关系的研究虽然是十分复杂的，

但却又是极其重要的。近几十年来人们经过大量的

工程实践和理论分析，相继提出多种岩土体本构模

型，大体上可概括分为以下 3 类：线性弹性模型；

非线性弹性模型；弹塑性模型。 
3.1  线弹性模型 

线弹性模型因其简单明了，计算简便为目前数

值流形方法中大多选用的本构模型，如文献[1-16]。 
3.2  非线性模型 

非线性是岩土体的一个重要力学特性，其数学

模型也是岩土工程数值方法分析中常用的本构模

型。非线性计算模型有 -E 计算模型和 -K G 计算模

型。而对于 -E  计算模型，在文献[19]中作者对

Duncan-Chang 模型已经做了研究。因此本文中选用

成都科技大学 -K G 模型作为非线性模型进行研究

说明。这里简要介绍 -K G 模型的弹性模量。 
体积变形模量 tK 的表达式为 

  1 1

t i

1 1 1
k k k k

k

p p
K K p     


      

（16） 

式中： iK 为初始体积变形模量； k 、 k 为等压固

结试验参数； k 、 k 为不等压固结试验参数； k 是

p 为常数的试验参数。 
切线剪切模量 tG 的表达式为 

t G GiG G p q             （17） 

式中： iG 为初始切线剪切模量； G 、 G 为由破坏

线方程所得的参数。 
3.3  弹塑性模型 

对于弹塑性模型在数值流形方法中的应用，王

书法等[18]采用参变量变分原理建立了弹塑性分析

的数值流形方法，该方法在弹塑性问题的分析中有

很大的先进性。但该方法只能应用于 0 阶覆盖函数

的情况，对于高阶的流形方法则不能应用。在文[19]
中作者已进行了详细的分析，这里不再累述。 

4  非线性分析算法 

非线性问题的求解方法有迭代法和增量法两

种。朱以文等基于总体拉格朗日列式，建立了大变

形分析的增量流形方法，此方法实际上进行非线性

求解的修正迭代法[17]。文中进行非线性分析时采用

中点增量法对 -K G 模型进行计算求解。 
中点增量法是一种常用的修正增量法，该方法

用某级荷载下的平均应力所对应的刚度矩阵进行计

算。计算时，先用本级初始应力确定的刚度矩阵试

算一次，得出的应力与该级初始应力平均，就得到

该级荷载的平均应力（中点应力），再求刚度矩阵，

重新计算。文中以它作为求解方法，并说明其求解

步骤。作为数值流形方法的非线性分析算法，在第

i 级荷载增量{ }iR 情况下，其求解步骤： 
（1）施加荷载增量{ }/ 2iR ，计算临时位移增

量： *
1 1

2

[ ] { }/ 2i ii
K R 

     
  

； 

（2）得到相应的增量中点处临时位移总量为 

 * *
1 1 1
2 2

ii i
   

           
      

； 

（3）根据临时位移总量及应力-应变关系计算中

点刚度矩阵 1
2

i
K



 
 
 

； 

（4）施加全荷载增量{ }iR ，计算位移增量： 

1
2

{ } { }i ii
K R



 
   

 
； 

（5）计算应力增量{ }i 和应变增量{ }i ； 
（6）计算相应的位移总量{ }i 、应变总量{ }i 和

应力总量{ }i ； 
当非线性模型为 -E 模型或 -K G 模型时，分别

进行下面（7a）和（7b）步对刚度矩阵进行重新计

算。 
（7a）根据应力总量{ }i 求出主应力；把得到

的主应力 1 3 、 回代到 Duncan-Chang 模型的弹性

模量表达式中，进而得出新的切线弹性模量 tE 和切

线泊松比 t 。 
（7b）根据应力总量{ }i 求出平均应力 p 和广

义应力 q，回代到 -K G 模型的弹性模量表达式（16）
和（17）中，进而得出新的体积变形模量 tG 和剪切

弹性模量 tG 。 
对各级荷载重复上述步骤，即可得到最后解答。

对于第一级荷载计算时，刚度矩阵用初始切线常数

i iE 、 （Duncan-Chang 模型）或初始体积变形模量
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iK 和剪切弹性模量 iG （ -K G 模型）建立。 
在数值流形方法中，求解的未知场函数为

{ }id (即上述{ }i )并非实际覆盖位移{ }iu ，但它

们之间具有如下关系： 

 
1 1

1, , , , , ,
i i

n n n
i ij

im im

d d
u s x y z x y z

d d

    
             
       

    

                                       （18） 
在进行程序计算时，必需调用上述表达式的函

数才能正确的进行求解。如在采用 1 阶三维流形单

元覆盖位移函数时，函数公式为 

1 2 3 4i i i i iu d x d y d z d             （19） 

采用全 2 阶三维流形单元覆盖位移函数时函数

公式为 
2

1 2 3 4 5
2 2

6 7 8 9 10         
i i i i i i

i i i i i

u d x d y d z d x d

y d z d xy d xz d zy d

           

        
 

（20） 

当数值流形方法进行非线性分析时，利用中点

增量法分步加载来改变弹性矩阵中的弹性模量，从

而反映非线性，把非线性问题转化为组合线弹性问

题，以分段直线来逼近问题曲线，其实质是把非线

性问题近似为分段线弹性进行模拟，以便较好地接

近实际工程情况。由于在同一荷载步求解计算时，

弹性矩阵假定为常数矩阵，因此可适用于任意阶数

的数值流形方法求解。 

5  算  例 

基于文中建立的六面体有限覆盖的三维数值流

形方法的计算模式和非线性分析研究，采用编制的

分析程序对算例进行分析。 
算例如图 2 所示，地基土为粉土，弹性模量为

17.6 MPa，泊松比 为 0.4。作用在其上的浅基础为

一方形钢筋混凝土平板。尺寸为 l×b×h = 1.5 m×

1.5 m×0.6 m。钢筋混凝土浅基础的泊松比 为 0.2，
弹性模量为 2.55×104 MPa。 

在竖直荷载作用下计算它的沉降及承载力时，

因其结构与荷载均对称可取 1/2 加以研究，本文沿

x 方向取 1/2 计算，模型长为 10.8 m，宽、高分别取

5.4 m。采用 2 次六面体流形单元对地基土进行网格

划分如图 3 所示，共生成 3 131 个物理覆盖和 596
个流形单元。地基土底边受 Z 向单向约束，四周边

受 x、y 双向约束，共 1 107 个物理覆盖受约束。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                           (b) 

图 2  基础分析示意图 
Fig.2  Sketch of foundation analysis 

 

 
图 3  计算模型流形单元划分 

Fig.3  Manifold elements mesh of computational model 
 
在基础上部均布施加 p 为 100 kPa 的荷载，流

形单元采用 14 点高斯积分，得到地基沉降的变形图

如图 4 所示。 
 

 
图 4  地基沉降变形图 

Fig.4  Deformation of foundation 
 

在模型计算分析中，可以得出在基础板角点所

在处为最大沉降，沉降量为 10.28 mm。图 5、6 分

别给出了沿 x 轴线上地表沉降的位移计算数值（其

中沉降变形与地面竖直 z 轴呈轴对称）和基础中心

点处沿 z 轴线的不同深度上的沉降值，可以看出，

本文的三维数值流形方法的计算结果均略大于

ANSYS 的计算结果；但整体上与之比较一致，这

反映了本文三维数值流形方法思想的正确性。另外，

从图 4 可以看出，本文程序可以将计算数据结果进

行一定程度上直观图形显示，具有较好的前后处理

的效果。 
对浅基础材料不考虑其非线性，按照弹性材料

进行分析。若对土体采用非线性本构模型计算，各

x 

y 

区域  计算  

1.5 m 

x 

  

粉土 

z 
p 

y 
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模型参数取自文献[20]。其中，Duncan-Chang 模型

（ -E  模型）参数为： c  8 kPa，   33.8°，

fR  0.91， K  176.31 kPa， n  1.17， D  1.42，
G  0.4，F  0.16。 -K G 模型参数为： iK  2 664 kPa，

iG  3 205 kPa， ka  77.17， G  89， G  -85。
有限单元法采用 Druck-Prager 理想弹塑性模型 
（D-P 模型）计算时参数 c、 值同 Duncan-Chang
模型参数。 

根据每一荷载步的计算结果绘出浅基础中心点

的 F-s 沉降曲线，如图 7 所示。 
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图 5  x轴线（地表面）的沉降位移值 

Fig.5  Displacements of x axis (surface) 
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图 6  z轴线（基础中心）的沉降位移值 

Fig.6  Displacements of z axis  
(foundation underside center) 
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图 7  浅基础基底中心点 F-S曲线 

Fig.7  F-s curve of the center point at the bottom  
of shallow foundation 

 
由图可见： 

（1）在F  0～100 kPa 阶段，地基沉降随载荷

增加所呈现的非线性特征并不明显，表明地基尚处

于弹性工作状态。 
（2）在F  100～200 kPa 阶段，地基沉降则随

载荷增加呈现出非线性增加趋势。 
（3）在F  200～250 kPa 阶段，对非线性 -E 和

K-G 模型，未出现明显转折点，但对于 D-P 模型，

F-s 则出现比较明显的转折点，表明地基进入塑性

工作阶段。经计算再增加荷载时土体即破坏，说明

此时荷载已达到地基极限承载力。 

6  结  论 
（1）文中构造了六面体有限覆盖的三维流形单

元。引入了有限单元法等参元的插值形函数作为数

值流形方法的权函数，推导了三维六面体流形单元

的计算格式。 
（2）根据弹性非线性的特点，提出了采用中点

增量法对 -E 模型和K-G模型进行数值流形方法分

析，通过算例分析表明，三维数值流形方法进行非

线性模拟是可行的。 
（3）对于数值流形方法的三维问题和非线性分

析的研究，目前的工作仍是初步的。可以以本文的

思想为基础，进一步发展和完善相应的理论体系，

去尝试对较为复杂的实际工程（如三维边坡、三维

洞室开挖等）问题进行非线性分析。 
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